Louis DUCONGE Développement : Dual de M,,(K)

Développement :
Dual de M, (K)

ALGEBRE & GEOMETRIE

Référence : [ENS] FRANCINOU S., GIANELLA H., NIcOLAS S., Ezercices de mathématiques - Oraux X-ENS - Algébre 1,
Cassini, 2001, p305
Pour les legons :

- 148 : Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie. Exemples et applications.

- 159 : Formes linéaires et dualité en dimension finie.

Soient n € N* (n > 2) et K le corps R ou C. On note (Ei,;); je[i:n] la base canonique de My, (K).

Théoréme 1. ]

Soit A € My (K). On note fa : X — Tr(AX), définie sur M, (K). Alors, I'application ¢ : M, (K) = M, (K)"
définie par :

VA € Mn(K) ¢(A)= fa

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

PREUVE : Pour A, B € M, (K) et A € K, on a, pour tout X € M, (K) :

P(A+AB)(X) = fapas(X)
— Tr((A+AB)X)
— Tr(AX + ABX)
= Tr(AX)+ \Tr(BX)
= Ja(X)+AfB(X)
@(A)(X) + Ap(B)(X).

Donc ¢ est linéaire.
Montrons que ¢ est injective. Soit A = (As5); jeq1;n] € Mn(K) telle que p(A) = 0, c’est-a-dire :

VX € Mp(K) Tr(AX)=0.
Soient g, jo € [1,n]. On a :

0 = Tr(AEio ,J0 )

n

= Z(AEio 0 )p.p

p=1

= ZZAp,k(Eioij)kvP

p=1k=1

= ZZAp,kéio % 050,p

p=1k=1
= Ajoio-
Donc A est la matrice nulle.
@ : My (K) = M, (K)* est donc une application linéaire injective, avec dim(M.,(K)) = dim(M,,(K)*)(= n?).
Par conséquent, ¢ est un isomorphisme. O

Application 2. |
J

Soit f € M, (K)* telle que :
Y(X,Y) € M, (K)* f(XY)=f(YX).
Alors, il existe A € K telle que :
VX € Mp(K) f(X)=Tr(X).

PREUVE : D’apres le théoréme précédent, comme ¢ est un isomorphisme, il existe A € M, (K) telle que f = fa.
En outre, par hypothese, pour tout (X,Y) € M, (K)? :

Tr(AXY) = Tr(AY X).

D’ott Tr(AXY) = Tr(X AY), et donc :
Tr((AX — XA)Y) =0,

M2 Agrég. 1 Institut Fourier - 2023-2024



Louis DUCONGE Développement : Dual de M,,(K)

pour tout Y € M, (K) . On a montré que :
fax—xa = fo,

c’est-a-dire p(AX — X A) = ¢(0), pour tout X € M, (K). Encore grace au lemme, on en déduit que AX = XA, pour
tout X € M, (K).
Maintenant, si (o, jo,,7) € [1;n]" :

(AEig )i = Y Aikbkin0o
k=1
= Aiig0jjos
et de méme :
(Eig,joA)ij = iyigAjo,s-
Donc :
Aiig0j.50 = 0isio Ajo,i-
Maintenant, si j = jo et ¢ =49, on a A; ; = Aj, ;, donc les coefficients diagonaux de A sont les mémes.
Sij # jo et i =0, Aj,,; = 0, donc les coefficients non diagonaux de A sont nuls.
Par conséquent, il existe A € K tel que A = A\I,, et donc, pour X € M, (K) :

FOX) = £a(X) = Tr(AX) = ATx(X),

ce qui acheéve la preuve. O

’_[ Remarque 3. ]

- Ce résultat peut étre démontré sans le théoréme, directement, en calculant les f(F; ;) et f(E;:) pour i,j € [1;n].
On aurait alors A := f(E;;) = f(Ej,;), et f et ATr coincideraient sur la base canonique de M, (K). Elles sont
donc égales.

J’ai cependant choisi cette preuve car le but est d’utiliser des outils de dualité, donc je me suis dit que c’était
plus pertinent de faire comme j’ai fait.

- Dans la deuxieme partie de la preuve de l'application 2, on a en fait montré que le centre de M, (K) est
exactement I’ensemble des homothéties de M, (K), i.e. 'ensemble des matrices de la forme \I,, avec A € K.

'_[ Application 4. ]

J

Tout hyperplan de M, (K) coupe GL,, (K), c’est-a-dire qu’il contient une matrice inversible.

PREUVE : Soit H un hyperplan de M,,(K). Il existe f € M, (K)* non nulle telle que :
H = Ker(f).

D’apres le théoreme, il existe A € M, (K)\{0} telle que f = fa.
11 s’agit donc de montrer qu’il existe X € GL,(K) telle que f(X) =0, i.e. Tr(AX) = 0.

. . L . L I, -
Soit r = rg(A). On sait que A est équivalente & la matrice diagonale par blocs J, := ( 0 06’" " >

1l existe donc P,Q € GLy,(K) telle A = P.J,.Q." Pour tout X € M, (K), il vient :

Tr(AX) = Tr(PJ,QX)

= Tr(JrQXP).
0 0 0 1
1 0 0

On pose YV = o b : . C’est une matrice de permutation (ou alors, on peut vérifier qu’elle est
0

N . 1 0
0 0 ... 0 1 0

inversible en développant par rapport & la dernidre colonne). En posant X = Q™'Y P~! € GL,(K), on obtient :
Tr(AX) = Tr(J,Y) = 0.

Donc X € Ker(f) et X € GL,(K), ce qui acheéve la preuve. O

! Attention : coquille dans la référence (en lisant la suite, on se rend compte que ¢a ne colle pas...).
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